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Avant-Propos:

Le probleme du Grand Duc de Toscane, grand joueur de hasard, est historiquement i l'origine du terme ”
calcul de probabilités ”. Galilée ( 1564-1642 ), mathématicien, physicien et astronome italien a mis en oeuvre une mé-
thode permettant le dénombrement des cas possibles.

Contenu :

On appelle expérience aléatoire tout concours de circonstances ( expérience, observation, mesure, ... )
qui conduit a des éventualités bien définies mais dont le résultat est imprévisible.

Ces éventualités sont appelées aussi issues de 1'épreuve. La totalité des issues possibles étant bien défi-
nies, elles constituent 'univers noté Q ; une partie de I'univers est appelé événement.

Bien retenir la définition d’évenements incompatibles, contraires.

Progression :
Lecon n°1 : Présentation , vocabulaire , événements ; ( a partir d’'un document remis en classe )

Les exercices d’entrainement :

Estimation d’une proportion :

Une urne contient plusieurs centaines de billes de couleur verte ou blanche dans une proportion p inconnue
de billes vertes.

On chercher a estimer p a partir d’un échantillon de taille n ( estimation des résultats d’un référendum) ob-
tenu par tirages successifs dans une urne avec remise.

Expérience aléatoire :

On effectue n tirages avec remise et on note a chaque fois la couleur de la boule.

Il est donc possible de calculer la fréquence f de sortie de la couleur verte.
Théoreme :

1
On admettra que la proportion p inconnue appartient a I'intervalle : { f- T Jf+ T}
n

On parle d’intervalle de fluctuation : “la proportion inconnue fluctue dans un intervalle centré en f, d’am-

2
litude —
P

Exercice 1 : Controle de qualité.

Dans une usine automobile, on contrdle les défauts de peinture de type «grains ponctuels sur le capot»
Lorsque le processus est sous controle, on 20% de défauts.

Lors d’un contréle de 50 véhicules, on observe 26% de défauts (13 sur 50 ) . Faut-il s’en inquiéter

SOLUTION :

On note p la proportion inconnue de véhicules admettant des défauts de peinture sur la chaine de fabrication.
En supposant que la situation est sous controle c’est a dire que la fréquence de défauts est de 20% donc f<0,20 ;
D’ apres le theoreme Uintervalle de fluctuation de la proportion inconnue p est

[0,2 02+ } [02-0,14;0,2 +0,14]=[0,06 ; 0,34] Une observation de 26% de défauts sur un échantillon

NN

de 50 ne peut pas étre considérée comme «anormale»
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PROBABILITES - PRESENTATION - VOCABULAIRE

Ne pouvant raisonnablement enfermer le concept de hasard dans une définition formelle, les mathémati-
ciens ont banni ce terme de leur vocabulaire.

Cela ne les empéche pas d’utiliser ’adjectif “aléatoire” dont la racine latine (sans doute plus noble) désigne,
tout comme le mot arabe “ az.zahr” , le jeu de dés.

Pourtant c’est précisément 1'objet de la théorie des probabilités ( appelée calcul de probabilités ) que
d’élaborer une théorie mathématique apte a décrire des phénomenes ot I’on admet I'intervention du ha-
sard.

Epreuve - Expérience aléatoire : notée E
=1 Ce terme décrira tout concours de circonstances ( expérience, observation, mesure, ... ) qui conduit a
des éventualités bien définies mais dont le résultat est imprévisible.
«1 Ces éventualités sont appelées aussi issues de I'épreuve.
On pourra appeler expérience aléatoire la réalisation de une ou plusieurs épreuves.

Evénement - Evénement élémentaire :

Un évenement est un ensemble bien définies d’éventualités (issues de I'épreuve). ( du latin evenire :
arriver ).

=] ’ensemble de toutes les issues d'une épreuve
est appelé univers ( noté Q) associé a I’épreuve E .
= Une issue sera appelée événement élémentaire .

Un évenement A est donc constitué d’évenements élémentaires.
= Le nombre de ces évenements élémentaires est noté : n(A)

L'univers Q associé a I'épreuve E est constitué de tous les évenements élémentaires.
= Le nombre de tous les événements élémentaires est noté : n(Q)

Probabilité :
=1 La probabilité d'un événement mesure le degré de certitude qu’on a de le voir se réaliser.
Assez naturellement, on attribue la probabilité 0 a un événement impossible et la probabilité 1 a un éve-
nement dont la réalisation est certaine.
L'échelle des valeurs possible étant fixée, comment peut-on évaluer la probabilité d’un évenement donné ?
Cette question admet plusieurs types de réponses suivant la nature de ’expérience aléatoire considérée.
Principe d’homogénéité et de symétrie :
S’il parait plausible d’admettre que toutes les issues d’une épreuve E sont également vraisemblables, on
admettra que la probabilité de I'évenement A est : .

n(A)
n(Q)

Cette premieére approche s’avere tres vite peu satisfaisante et on doit faire appel a une définition de nature
statistique et admettre le principe des fréquences.

p(A) =

Principe des fréquences :
Considérons une épreuve E et un événement A ; on réalise N fois I'épreuve ; I'événement A ayant lieu n

fois, On dira que la fréquence relative de I'événement A est :
D’ott p(A) défini par :

na
A) = -4
PA =
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Afin d’illustrer ce vocabulaire des probabilités nous allons considérer I'expérience aléatoire suivante :
E : « tirer une boule dans un sac contenant 12 boules numérotées de 1 a 12 »
Une issue de I'expérience :

Q : univers associé a I’expérience aléatoire E
Q={ }

Evénements :
Un événement est ensemble bien défini d’issues de I'expérience aléatoire E .
Exemple : A est I'événement Obtenir un nombre pair
A : « Obtenir un nombre pair » présentation de I’événement en extension
A ={x; x est un nombre pair } présentation de I’événement en extension
A={; ; ; ; ; }présentation de l'événement en compréhension

Evénement élémentaire :

C’est un événement n’ayant qu'un seul résultat : I'ensemble n’a alors qu’'un seul élément.
Exemple : S « Obtenir un 7»
S={7};

Réunion d’événements A U B :
C’est un évenement formé par I'ensemble des résultats des deux évenements : dans le ler ou dans le 2e-

me évenement ( on ne répete jamais les éléments qui sont en communs).

Exemple :

A': « Obtenir un nombre pair» ;A={ ; ; ; ; ; };

B : « Obtenir un nombre multiplede 3 »;B={ ; ; ; |

A U B : « Obtenir un nombre pair ou un multiple de 3 »

AuB={;;;;;;;}

Intersection d’événements AN B :
C’est un évenement formé par 'ensemble des résultats communs aux deux évenements : dans le ler et
dans le 2éme éveénement.
A N B : « Obtenir un nombre pair et un multiple de 3 »
AnB={; };

Evénements disjoints ou incompatibles :
Ce sont deux évenements qui n’ont pas de résultats en commun : leur intersection est vide.
Exemple : C : « Obtenir un nombre supérieur strictement a 10 »
C={, b
D : « Obtenir un nombre inférieur strictement a 6 »
D={;;;;}
CnD= ;

Evenements contraires :
Ce sont deux évenements disjoints mais dont la réunion forme la totalité des résultats possibles. Les ré-

sultats favorables de I'un sont les résultats défavorables de 'autre.

Exemple : A : « Obtenir un nombre pair »

A={; ;5,1

F : « Obtenir un nombre impair »

E={;;,,,; 1)

ANnF= ;

AUF= ;
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Probléme du Grand Duc de Toscane
Expérience aléatoire :

Lancé de trois dés :

Variable aléatoire

Somme des chiffres sur la face supérieure des dés

Somme Cas favorables Nombre de cas Probabilité
favorables
3 111; 1 1/216
4 112; 3 1/72
5113;122; 6 3+3 1/36
6 114;123;222; 10 3+6+1 5/108
7 115;124;133;223; 15 3+6+3+3 5/72
8 116;125;134,224,233; 21 3+6+6+3+3 7/72
9 126;135;144;225;234;333; 25 6+6+3+3+6+1 25/216
10 136;145;226;235;244,334; 27 6+6+3+6+3+3 1/8
11 27 1/8
12 25 25/216
13 21 7/72
14 15 5/72
15 10 5/108
16 6 1/36
17 566; 3 1/72
18 666; 1 1/216
216
1 2 3 4 5 6

1 (1;1) (1;2) (1;3) (1;4) (1;5) (1;6)

2 (2;1)

3 (3;1)

4 (4;1)

5 (5:1)

6 (6;1)
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I LOI DE PROBABILITE SUR UN ENSEMBLE FINI :
Exemple 1 :

Exemple 2 :

IT PROBABILITE D’UN EVENEMENT :
Exemple 3 :

Exemple 4 :

Exemple 5 :
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Exercice :
Une boite contient 7 jetons :
= cinq jetons sont de forme carrée, 2 sont rouges , 3 sont verts ;
= deux jetons sont de forme triangulaire, 'un est rouge , 'autre est vert ;
Expérience aléatoire :
Tirer au hasard , successivement et sans remise, deux jetons dans la boite.
Issue :
@ Présenter une issue de 1'expérience.
Univers :
@ Calculer n(2) le nombre de cas possibles.
Evénements :
On considere les 3 évenements suivants :
A1 : «les 2 jetons obtenus sont rouges » ;
A : «les 2 jetons obtenus sont verts » ;
A: «les 2 jetons obtenus sont de méme couleur » ;
@ Calculer la probabilité de chacun des évenements.
On considere I'évenement suivant :
B : «les 2 jetons obtenus sont de méme forme » ;
@ Calculer la probabilité de 1'événement B.
On considere les évenements A UB et ANB:
@ Ecrire les évenements en compréhension.
® Calculer la probabilité de A UB et A NB.
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Exercice :
Une boite contient 7 jetons :
= cing jetons sont de forme carrée, 2 sont rouges , 3 sont verts ;
= deux jetons sont de forme triangulaire, I'un est rouge , 'autre est vert ;
Expérience aléatoire :
Tirer au hasard , successivement et sans remise, deux jetons dans la boite.
Issue :
@ Présenter une issue de 1'expérience.
Univers :
@ Calculer n(€2) le nombre de cas possibles.
Evenements :
On considere les 3 évenements suivants :
A1 : «les 2 jetons obtenus sont rouges » ;
A : «les 2 jetons obtenus sont verts » ;
A «les 2 jetons obtenus sont de méme couleur » ;
@ Calculer la probabilité de chacun des évenements.
On considere 1'évenement suivant :
B : «les 2 jetons obtenus sont de méme forme » ;
@ Calculer la probabilité de I’'évenement B.
On considere les événements A UB et A NB:
@ Ecrire les évenements en compréhension.
® Calculer la probabilité de A UB et A NB.
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